CHAPITRE 11

11.1 RELATIONS D'ELASTICITE
DANS UN SYSTEME D'AXES QUELCONQUE

11.1.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié le comportement élastique
d'un matériau composite unidirectionnel (chapitre 9) ou tissu (chapitre 10),
exprimé dans les directions principales : un axe suivant la direction des fibres ou
de la chaine, les deux autres axes étant orthogonaux. Or, nous avons vu
(chapitre 3) que les stratifiés étaient élaborés par couches successives, dont la
direction des fibres ou de la chaine est décalée d'une couche a l'autre. Pour faire
I'étude du comportement élastique de tels stratifiés, il est alors nécessaire de
prendre un systéeme d'axes de référence pour l'ensemble du stratifie, et de
rapporter le comportement élastique de chaque couche a ce systeme de référence.

Dans ce chapitre, nous considérons donc (figure 11.1) une couche de matériau
unidirectionnel ou tissu de directions principales (1, 2, 3), le plan (1, 2) étant
confondu avec le plan de la couche, et la direction 1 confondue avec la direction
des fibres ou de la chaine. L'objectif de ce chapitre est de caractériser les
propriétés élastiques de la couche, en les exprimant dans le systeme d'axes de
référence (1, 2', 3) du stratifié, la direction des fibres ou de la chaine faisant un
angle @ avec la direction 1'. Ce systeme d'axes est usuellement référencé comme
systeme (X, y, z). Par la suite, nous utiliserons indifféremment les deux notations :
(1,2, 3) = (x, Y, ). La premiére est mieux adaptée a la notation matricielle et plus
pratique pour effectuer les changements de base. La seconde notation différencie
le systéme d'axes propres (1, 2, 3) = (L, T, T') du matériau unidirectionnel ou tissu
du systeme usuel (x, y, z) de coordonnées cartésiennes du mécanicien.

11.1.2 Matrices de rigidité et de souplesse

Le comportement élastique d'une couche, rapporté a ses axes principaux,
est donné par les relations (9.5) a (9.6) pour une couche unidirectionnelle, et
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FIGURE 11.1. Axes principaux (1, 2, 3) d'une couche de stratifié et axes de référence
(1, 2, 3) = (x, v, z) du stratifié.

(10.1) & (210.2) pour une couche avec renfort tissu. Les matrices de rigidité C' et
de souplesse S’, exprimées dans la base (1', 2', 3), sont obtenues en appliquant
aux matrices de rigidité et de souplesse, rapportées a la base (1, 2, 3), les relations
de changement de base (7.9) a (7.12). Pour appliquer ici ces relations, il est
nécessaire de bien faire attention au fait que le changement de base : (1, 2, 3) —
(1, 2', 3) se fait, dans le cas présent, par une rotation d'angle —é. Les relations a
utiliser sont les relations (7.11) et (7.12) qui s'écrivent ici :

C'=T,'CT,, (11.1)
et
S'=T;!ST,. (11.2)

Ces relations, associées aux expressions (5.46), (5.48), (6.43) et (6.45), per-
mettent de déterminer la matrice de rigidité C’et la matrice de souplesse S'
exprimées dans la base (1', 2', 3). Ces matrices s'écrivent sous la forme :

Ar A2 Az 0 0 Ag
Ao Ap A3z 0 0 Ay
Az As Az 0 0 Ag
0 0 0 Ay As O
0 0 0 Aps As O
A As Ag 0 0 Agg

avec A;j =Cjj ou Sjj. Les expressions des constantes de rigidité et de souplesse

dans le systeme d'axes (1', 2, 3), obtenues a partir des relations (11.1) et (11.2),
sont reportées dans les tableaux (11.1) et (11.2) pour un composite unidi-
rectionnel, et dans les tableaux (11.3) et (11.4) pour un composite avec renfort
tissu.
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TABLEAU 11.1. Constantes de rigidité d'un composite unidirectionnel, dont la direction
des fibres fait un angle #avec la direction x de référence (figure 11.1).

C{1 = Cyyc08* @ +Cpy5in* @+ 2(Cyp + 2Cg4 )sin® G cos? 6,

Cfz = (Cyq +Cgp —4Cgg )sin? Hcos® 6+ Cy (sin4 0+ cos* 9),
Ci3=Cp cos 6+ Cys sin? 6,

Cia=0, Cis =0,

C{6 = (C11—C1z — 2Ceg )sin 8 cos® 6+ (Cpy —Cgp +2Cg4 )sin® G cos 6,
Chy = Cpysin® @+ Cyy cos? @ +2(Cyy + 2Ceg )sin? G cos? 6,

Chg = Cyp5in% @ +Cpgc0s2 0,

Cha =0, Chs =0,

Ch = (Cp1 —Cip — 2Cgg )sin 9 c0s @ +(Cyp — Cyy +2Cg ) Sin c0S> 6,
C33 =Cy, Ca4 =0, C4s =0,

Cis =(Cpp —Cyps)sindcosé,

Chs =1(Czp —Cps)c0s® 0+ Cegsin’ 0,

Cis =

1

CGG—%(sz—C23):|Sin dcosé, Cl’lﬁ =0,
Cé5 =%(C22—C23)Sin20+C66 COS2 0, CéG =0,

Céa = I:C]_l +C22 —2(C12 +C66 ):ISinZ 9C032 o+ C66 (Sin4 9+C054 0)

Les relations d'élasticité, rapportées aux axes (1, 2', 3), s'écrivent donc sous une
des deux formes, en fonction des constantes de rigidité :

_Uxx ] _Clll Ci2 Cis 0 0 Cis ] _5xx ]
o yy Ciz Céz Cég 0 0 CéG & vy
o Ci{z3 Cs3 C; 0 0 C; &

2z _ 13 23 33 ’ , 36 7z ’ (11'3)

Oz 0 0 0 Cis Cis5 0 |7k

ox | |[Cie Cx Cs 0 0 Ce |7y |
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TABLEAU 11.2. Constantes de souplesse d'un composite unidirectionnel, hors de ses axes
principaux.

S{1 = Sy1 cos* O+ Sy, sin 0+(25, + 866)5in2 0cos 6,

Si2 =(S11+S22— Sﬁﬁ)sin2 0cos? 0+ Sy, (sin4 0+ cos? 6?),

Si3 = S;, 052 O+ Sy3sin? 0,

Si4 =0, Si5 =0,

Sis =[2(S11—S12)— Ses |sin@cos® @+ 2(S12 —Spp ) + Ses |sin® Hcos 6,
Sh, = Sy55in? @+ Sy, cos* 0+(2S + Sﬁﬁ)sin2 6 cos? 6,

S5 =S, sin® 0+ So3 cos? o,

Sa =0, S5 =0,

S =[ 2(S11—S12)— Ses |sin’ @cosO+[ 2(Sip — Sz ) + Sgg [sin O cos® 6,
S33 = Sy, S34 =0, S45 =0,

Sg6 =2(S12 —Sz3)sinHcos,

Sha = 2(S2 —Sp3)c0s° @+ Sgg 5in° 6,

Shs = Ses —2(S22 — Sz3) Jsindcos, Sis =0,

Sks = 2(Sz2 — Sp3)Sin® O+ See COS% 6, Sis =0,

Sgs = 2[ 2(S11+ S22 ~ 2512 ) — Ses Jsin® cos® 6+ Se (sin4 0+ cos” 9).

ou en fonction des constantes de souplesse :

Exx I S1 Si2 Si3 O 0 Si 1o XX
& vy S]’.2 Ség Sé3 0 0 SéG o yy
& Si3 Sis3 S5 0 0 S; o
7z _ 13 23 33 , ’ 36 7z ' (11' 4)
7yz 0 0 0 Sy Sz 0 | oy
Vxz 0 0 0 Sis Sgs O Oxz

L 7xy | _81’6 S»% Sy O 0 SéG_ Oxy
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TABLEAU 11.3. Constantes de rigidité d'un matériau orthotrope, dont la direction
principale 1 (ou L) fait un angle @avec la direction x de référence (figure 11.1).

C{1 =Cygc0s” @ +Cpysin* 6 +2(Cyz +2Cgg )sin® @ cos? 6,

Ciz =(Cy1+Cap —4Cgg )sin® @ cos? 6+ Cp (sin4 0 +cos” 9),
Ci3=Ci3 cos? 0+ Cys sin 6,

C{s =0, Cis =0,

Cfs = (C11 —Cip — 2Cg )Sin @ cos® @ +(Cyz — Cpp + 2Ce ) Sin> 6 cOS 6,
Chy = Cyysin® @+ Cpy cos* @ +2(Cyy + 2Cgg )sin® 6 cos? 6,

Ch3 = Cy35in? 6+ Cpz 082 b,

Chy =0, Chs =0,

Ch = (Cy1 —Ci2 —2Cgg )sin 9 c0s @ +(Cyp — Cyy +2Ceg ) sin & c0S* 6,
Ca3 = Cas, Ca =0, Cis =0,

Cis =(Cr3 —Cyp3)sindcosé,

Cis=Cya cos? 0 + Css sin? 6,

Cls =(Cs5 —Caq)sindcosb, Clg =0,

Clg = Cyy Sin? 0+ Csg OS2 0, Cls =0,

Cé6 = [C]_]_ +C22 — 2(C12 +C66 )]Sinz 19COS2 0+ C66 (Sin4 9+COS4 9)
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TABLEAU 11.4. Constantes de souplesse d'un matériau orthotrope, hors de ses axes
principaux.

Si1 = Sy1c08* @+ Sy sin® @ +(2S;, + Sgg ) sin @ cos? 6,

Si2 =(S11+S22— 866)sin2 0cos? 0+ Sy, (sin4 6+ cos* 9),

Si3 = S3€05% @ + Sp3sin? 6,

S{s =0, S15 =0,

Sis =[2(S11—S12)— Ses |sin@cos’ @+ 2(S12 — Spp ) + Ses ]sin® & cosd,
S5p = S115in? @+ S, cos® @ +(2S;, + Sgg ) sin @ cos? 6,

Shy = S135IN2 0+ Syp3c082 6,

S5 =0, S5 =0,

S =[ 2(S11—S12)— Ses |sin> 0cosO+[ 2(S1p — Sz ) + Sgg Jsin@ cos® 6,
S33 = Sa3, S34 =0, S45 =0,

S36 = 2(S13—Sp3)sinécosd,

Sis =Sus cos? 0+ Sgg sin? 0,

Sis =(Ss5—Sas)sindcosé, Sz =0,

St = S445iN% O+ Ssg c0OS2 0, Sts =0,

Sé6 = 2[2(811 +Soo —2812)—866]5"12 (9C032 0 + Seg (sin4 (9+COS4 0)
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En comparant les expressions des tableaux 11.1 a 11.4, nous constatons que les
expressions relatives a un matériau unidirectionnel et a un matériau orthotrope
sont identiques pour les termes Cj; ou Sjj aveci, j=1, 2, 6. Par exemple :

relations identiques relations différentes

\ /

Cii Cp CisiCis
C» Cx Ci i Cix
Cis Cis Céo | Cio _ (11.5)
Cis C C C3 0 O

0 0 0 0 Ciu Cis
0 0 0 0 Ci Csgs|

o O o
o O o

11.1.3 Autres expressions des matrices de rigidité

Les expressions des constantes de rigidité et de souplesse hors axes peuvent
étre réécrites en introduisant les angles multiples de 6. En effet, nous avons :

cos* @ =1(3+4c0s20+cos40), cos® @sin @ = £(2sin 20 +sin 46),
cos” @sin® 6 =1 (1-cos46), cos@sin® 6 =1(2sin 20 —sin 49),
sin® 0 =21(3-4c0s 20+ cos 40), sin g cosd = 1sin 20,

sin” @ =1(1-cos26), cos” 0 =1(1+c0s20).

Ces relations nous permettent par exemple d'écrire :
Cil = %(3(:11 +3Cyy +2C15 +4Cq¢ ) + %(Cll —Cy ) c0s 260

+%(C11 +Cyy —2C1p —4Cqq ) cos46.
Soit :
C{1=U;+U,cos26 +U3cos40,
en posant :

U; =£(3Cy1+3Cyp +2C;5 +4Ces ),
U, =2(Cii—Cy),
Ug =3(C11+Cpp —2C;p —4Ces ).
Des transformations identiques peuvent étre opérées pour chaque constante.

Les résultats obtenus dans le cas d'un composite unidirectionnel sont reportés
dans le tableau 11.5. L'intérét de ces relations est de mettre en évidence les termes

qui sont invariants lors d'une rotation & de la direction des fibres. Des expressions
analogues peuvent étre obtenues pour les constantes de souplesse.
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TABLEAU 11.5. Expression des constantes de rigidité d'un composite unidirectionnel en
fonction des angles multiples de l'orientation.

Ci1=U;+U,c0s20 +U3zcos40,

Ci, =U,—-U3zcos46, Ci3 =Ug +U7 cos 26,
Cls =$U;sin 20 +U3sin 40,

Cy =U;—U, cos 260 +U3 cos 40,

Cy3 =Ug—-U7cos 260,

Ce =5U,sin 20 —U3sin 40,

C33 =Cp2, Cig =U7sin 20,
C£’14 =Ug +Ug C0s 20, C£’15 =UqgSin 26,
Cés =U8 +U10 cos 26, CéG =U5—U3COS49,
avec
= %(3C11 + 3C22 + 2C12 + 4C66 ) s

O
_
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O
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N

),

(

(C11+Cgp —2Cy2 —4Cgs),

(Cr1+Cp +6Cyp —4Cgs),
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11.2 MODULES D'ELASTICITE

11.2.1 Expression des modules hors axes

Les modules d'élasticité sont les constantes pratiques qu'utilise usuellement
I'ingénieur pour décrire le comportement mécanique d'un matériau. Ces modules
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sont déterminés dans des essais particuliers, et s'expriment aisément en fonction
des constantes de souplesse du matériau.

11.2.1.1 Essai de traction

1. Traction suivant la direction x

Dans le cas d'un essai de traction suivant la direction x, toutes les contraintes
sont nulles, excepté la contrainte oy :

o1 =0y 20,
ol=0, i=2...,6

En introduisant les coefficients de souplesse, les relations d'élasticité (11.4)
s'écrivent :

Exx = 110
Eyy = S120%x,
£ = S{30%x, (11.6)
Yyi=7xz = 0,
Yxy = S160xx-

Le module d"Young E dans la direction x est déefini par :

E, =2 =i,. (11.7)
Exx M1
Soit d'apres le tableau 11.2 ou 11.4 :
Ei = S11€0s* O+ Spp8in* @+ (2512 + Seg )sin® @ cos® 4. (11.8)

X

Cette expression peut étre réécrite en introduisant les modules d'élasticité
(chapitres 9 et 10) du composite unidirectionnel ou orthotrope, mesurés suivant
Ses axes :

1 S 1 1
EL=—, wr=—2%, Er=——, Gur=-—
S11 S11 S12 Se6
D'ou :
i:icos40+isin40+(i—2£jsin20c052 6. (11.9)
Ex EL Er Gur E

Les déformations &y et &, dans les directions transversales sont reliées a la
déformation & dans la direction x, suivant les expressions (11.6) qui conduisent
a:

Sz Sis
Eyy ==, Exx €12 ==, Exx-
Y sy Si1
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Ces relations permettent de déterminer les coefficients de Poisson wyy, et w,
définis par :

Eyy = “VxyExxs €77 = "Vxzéxx-
Soit, donc :
__Si2 __Sis
Xy = P Xz = ;
Yosh S11
D'ou les expressions des coefficients de Poisson :
Vyy = Ex {Vﬂ(cos“éhrsin“9)—(i+i—i}in2 0 cos? 9] (11.10)
EL EL Er Gt
vy = Ex| 2T cos? 0+ Y sin% g |, (11.11)
EL Er

avec v = Wt pour un composite unidirectionnel.

Enfin, les expressions (11.6) montrent que I'essai de traction induit une défor-
mation en cisaillement j,. On définit alors un coefficient de couplage 7y,
analogue a un coefficient de Poisson, qui relie la déformation en cisaillement a la
déformation g suivant la direction x, par la relation :

Vxy = "Tlxy,xExx - (11.12)
Soit :
Mxy,x = —S{6Ex.

D'apres les tableaux 11.2 et 11.4, le coefficient de couplage s'exprime finalement
suivant :

Gt EL EL

+( 2 | H—ijsing’ecose}.

Myy.x = Ex H ! —ZE—iJcos%’sine
(11.13)

Er  EL Gur

2. Traction suivant la direction y

On considére parfois l'essai de traction suivant la direction y. Cet essai
n‘apporte pas toutefois d'informations nouvelles, puisque cet essai revient a faire
tourner les axes précédents d'un angle égal & /2. Par exemple, le module d"Young
Ey, reliant la contrainte oyy a la déformation &, est obtenu a partir de la relation
(11.8), en remplagant @ par 6+ /2, soit :

1

—:Ségzisin49+icos46+(i— m}sinzecosze. (11.14)
E, EL = G E
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De méme, on définit le coefficient de couplage 7y liant la déformation en
cisaillement jy a la déformation &, par la relation :

(o2
Vxy = "Txy,y€yy =_77xy,yE_yy- (11.15)
y

L'expression de ce coefficient s'écrit :

M.y = Ey L oont 2 \indocose
' Gor EL EL

+(i+ E—LJCOSS dsin 0}.
Er  EL Gt

(11.16)

11.2.1.2 Essai de cisaillement dans le plan de la couche

Nous examinons le cas d'un essai de cisaillement dans le plan de la couche,
correspondant a I'état de contraintes :

og =0xy %0,
ci=0, i=1...,5

Les relations d'élasticité (11.4) s'écrivent :

Exx = S160xy
Eyy = S2607xy
€12 = S360yy, (11.17)
Yyi:=Vxz = 0,
Vxy = Se60xy-

Le module de cisaillement Gy, dans cet essai est défini par :

O
Gyy =—2> =< (11.18)
Vxy 66

Soit, d'aprés les tableaux 11.2 et 11.4 :

i:2(£+i+4£—i]sinzecosze
Gy EL Er  EL Gt (11.19)
+L(sin4¢9+cos49).

Gt
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L'essai de cisaillement induit des déformations sy, &y, &; respectivement
suivant les trois directions (x, y, z). Les deux premieres déformations s'expriment
par :

Oxy Gyy
E_x = —Tlxy,x E_XJ/xy’

P T
yy Xy,y Ey Xy,y Ey Xy

Exx = "Mxy,x
(11.20)

Par analogie aux relations précédentes, la déformation &;, dans la direction z
peut étre écrite sous la forme :

Oxy Gy

L R . B (11.21)

£y =—
z Txy,z = =

Le coefficient de couplage ainsi introduit est donné par I'expression :

Mxy.z =—EtS36 = 2(vrL —vrrr)sinfcosd . (11.22)

11.2.1.3 Essai de cisaillement transverse

Les modules d'élasticité, introduits dans les essais précedents hors axes, ne font
intervenir que quatre des modules principaux : E,, Et, G_t, w1 dans le cas d'un
composite unidirectionnel et cing des modules principaux : Ei, Et, G.1, vt et
. dans le cas d'un composite orthotrope. Nous verrons également (paragraphe
11.3) que les modules E, Et, G.1, vt suffisent a décrire un comportement a
deux dimensions d'une couche composite. La description de probléemes d'élasticité

plus généraux nécessite la connaissance des modules d'élasticité relatifs a un essai
de cisaillement transverse. Un tel essai est caractérisé par :

o5 =0y, # 0, 0'4'1=(7yz #0,
o ou (11.23)
O-|’:O Sl |:1|2|3|4|6| O-|,:O Si i:1,2,3,5,6.
Les deux essais different simplement par l'inversion des rbles respectifs des
directions x et z. Dans le premier cas, les relations d'élasticité (11.4) s'écrivent :

gxx =0, gyy =O, gZZ =O,
Yyz = S450%z,
o (11.24)
Yxz = S550%z,
7xy =0.

Ces relations montrent que I'état de cisaillement transverse n'induit que des
deformations en cisaillement transverse y; et ;.
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Le module de cisaillement Gy, dans cet essai est défini par :

_ Oy 1

Gy, = =—. (11.25)
Yxz  Sss

Dans le cas d'un composite orthotrope, nous déduisons I'expression Gy, du
tableau 11.4, soit :

izisin26+ic0526’. (11.26)
G Grr Gy

Cette relation peut étre réécrite dans le cas d'un composite unidirectionnel, en
tenant compte de l'expression (9.19) du module de cisaillement transverse en
fonction du module d"Young transverse. D'ou :

2(1+ vy
L _20vm)gi2p, 1 o2p. (11.27)

Gy,  Er Gur

L'essai de cisaillement induit également une déformation en cisaillement x,.
On définit ainsi un coefficient de couplage Py, liant la déformation x, a la
déformation . par la relation :

(o2
Vyz = Hxz,yz¥xz :/sz,yzi- (11.28)
Gy,

L'expression de ce coefficient de couplage est obtenue sans difficulté et s'écrit :

txz,yz = Gy, Shs = Gy, (L—Ljsin 6cosé . (11.29)

G G

Dans le cas ou les modules de cisaillement longitudinal Gt et transversal Gy
sont voisins, ce coefficient est pratiguement nul et le couplage induit est
négligeable. L'expression précédente du coefficient de couplage peut étre réécrite
dans le cas d'un matériau unidirectionnel suivant :

2(1+vry
uleyzszz( 1 _ (Lt v )Jsinecose. (11.30)
GLr Er

11.2.2 Variations des modules d'élasticité d'un
composite unidirectionnel

Pour apprécier au mieux les variations des modules d'élasticité, nous pouvons

tracer leurs graphes en fonction de I'orientation & des fibres, pour des composites
usuels. Nous considérons les trois cas suivants de composites unidirectionnels.



204 Chapitre 11 Matériau composite en-dehors de ses axes principaux

1. Composite époxyde-fibres de verre, avec :

E_ =46 GPa, E =10 GPa, vit =0,31,

(11.31)
Gt =4,7 GPa, Grr =4 GPa.
2. Composite époxyde-fibres de carbone, avec :
E. =159 GPa, Er =14 GPa, =0,32,
L T T (11.32)
Gt =4,8GPa, Grr =4,3 GPa.
3. Composite époxyde-fibres de Kevlar, avec :
E, =84 GPa, Er =5,6 GPa, =0,34,
L T T (11.33)

Gt =2,1GPa, Grr =G 1 =2,1GPa.

Les variations de Ey, Gyy, 1y €t 77xy,x €n fonction de I'orientation des fibres sont
reportées sur les figures 11.2 a 11.4. Dans le cas des composites a fibres de verre,
le module d'Young Ey décroit d'une maniere monotone de la valeur E_ pour
0= 0° a la valeur Et pour @ = 90°. Le module de cisaillement Gy, passe par un
maximum pour & = 45°, et sa variation est symétrique de part et d'autre de cette
valeur. Le coefficient de Poisson 14, passe également par un maximum pour une
valeur d'angle qui dépend du composite. Le coefficient de couplage 7y est nul
pour € = 0° et € = 90°, et atteint des valeurs élevées pour des valeurs d'angles
intermédiaires. Les courbes montrent également que les valeurs extrémales de
Gyy, Wy, Tixyx SONt atteintes pour des orientations différentes des directions prin-
cipales. Cette propriété est également observée sur le module Ey (figures 11.3 et
11.4), pour les composites a fibres de carbone et de Kevlar. En effet, en cherchant
les valeurs extrémales du module Ex a partir de I'équation (11.9), on trouve
aisément que le module E4 passe par un maximum supérieur a E; pour une valeur
de @différente de 0°, si :

EL

G ~a . N
LT > 2(1+V|_T)

(11.34)

et que le module Ey passe par un minimum inférieur & E1 pour une valeur de 6
différente de 90°, si :

EL

Z(EL-FVLTJ
Er

Cette derniére éegalité est vérifiée dans le cas du composite époxyde-fibres de
carbone (11.32) ainsi que dans le cas du composite époxyde-fibres de Kevlar
(11.33).

GLT < (1135)
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FIGURE 11.2. Variations des modules d'élasticité dans le cas d'un composite époxyde-
fibres de verre.
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FIGURE 11.3. Variations des modules d'élasticité dans le cas d'un composite époxyde-

fibres de carbone.
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FIGURE 11.4. Variations des modules d'élasticité dans le cas d'un composite époxyde-
fibres de Kevlar.
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11.3 ETAT DE CONTRAINTES PLANES

11.3.1 Introduction

Les éléments développés dans les paragraphes précédents sont applicables a la
résolution d'un probléme quelconque d'élasticité d'un matériau composite. Dans le
cas ou le probléme d'élasticité peut étre ramené a un probléeme d'élasticité a deux
dimensions, les relations établies précédemment dans le cas genéral se simplifient.
Nous étudions dans ce paragraphe le probléme d'un état de contraintes a deux
dimensions dont les résultats sont nécessaires a I'étude du comportement
mécanique des stratifies (Partie V).

11.3.2 Etat de contraintes a deux dimensions

Un état de contraintes a deux dimensions est caractérisé par un tenseur des
contraintes de la forme :

Oxw Oy O
c'M)=|oy oy 0f, (11.36)
0 0 O

en chaque point M du matériau. La direction z est la direction principale avec une
valeur propre nulle. Usuellement, un tel état de contraintes est dit état de
contraintes planes. En fait, il serait nécessaire de faire la distinction entre un état
de contraintes planes et un état de contraintes a deux dimensions. En effet, dans
un sens strict, un état de contraintes planes est un état particulier de contraintes a
deux dimensions, pour lequel les composantes du tenseur des contraintes sont
indépendantes de la coordonnée z.

11.3.3 Equations d'élasticité pour un état de
contraintes planes

Les contraintes en un point M s'écrivent donc (11.36) sous la forme :

o1 o11 O xx
02 022 Ovyy
0 0
o [0 |0
0 0 0
_O'é_ _0'1’2_ | Oxy |
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Soit

Les déformations sont données par :

D'ou

Nous en déduisons que :

Il existe donc une déformation suivant la direction z, donnée par :

Siy
Si2
Si3

0
0

| Si6

14 ! 14 14 1A ! !
&1 = $1101 + $120% + S 0%,

’ [ [ ’ [ !/ ’
&y = 51201 + Sp07 + S260%,

’ 1 1A [ [ ! 1A
&3 = S1301 + S2307 + S360%6,

O'i’;to

O'i'ZO

Si2
S22
S23
0
0
S26

8{750

8{ =0

Si
Si

Si3
S23
S33
0
0
S36

Si
Si

i=1,2,6,
i=3,4,5.
0 0
0 0
0 0
Sis  Sis
Sis  Sss
0 0

’ 1A ! ’ ’ ’
= 81661 + 8260-2 + 8660-6'

i=123,6,
i=4,5.

Sie ||
S
S36

0
0

Sés ||

&z = €3 = S{307 + S2307 + S360%

209

(11.37)

(11.38)

(11.39)

(11.40)

Les deux premiers termes sont des termes de couplage par effet Poisson, et le
troisieme est dd a un couplage par cisaillement.

Les relations entre contraintes et déformations exprimees a l'aide des coef-
ficients de rigidité s'écrivent :

Ciy

Ci»

Cis
0
0

| Cis

Ci2
Ca2
Ca3
0
0
Cas

Ci3
Ca3
Ca3
0
0
Czs

0 0
0 0
0 0
Cis Css
Cas Css
0 0

Cis ||

Cas
Czs
0
0

Ces ||
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Soit :
o1 =Cpa1 +Cia6; + Cies + Cipés,
02 =Cize1 +Cpoez +Coaez + Caps,
(11.41)
0= Cigé‘i + Cé3€é + Cégé‘é + Céﬁé‘é,
O'é = Cieé‘i + Céeé‘é + Cé6€é + Cé6€é.
Ces relations montrent que les déformations &{, &3, &3 et &g ne sont pas indéepen-
dantes. Nous en tirons :

!

1 ! ! ! ! ! !
&3 = _C_'(C1381 + C2382 + C36€6) . (1142)
33

Cette expression, reportée dans les relations (11.41), permet alors d'exprimer les
contraintes o1, o5 et og en fonction des deformations &, &5 et &g. Par exemple,
nous obtenons :

2 ! A ! !
C{ C{3C C{3C
o1 =| Cl1— =2 | +| Clp — 222228 1 gh 4| Clg — 222238 14y
A 14 A
Cs3 Cs3 Cs3s

et des expressions analogues pour o3 et og. Ces trois relations en o7, o) et og
peuvent alors s'exprimer sous la forme matricielle :

o1 Qi1 Qi Q| a
oy |=[Q2 Qn Qx| &, (11.43)
o Qs Q% Qs || 6

en posant :
.~ GCiCjz ..
Qlj: Ij_ I,Jl |,J:1,2,6,
Cas
avec (11.44)
Qji =Qjj -

Les coefficients Qjfj sont appelés les constantes de rigidité réduites dans un état
de contraintes planes. La matrice :

Q1 Qi Qi
Q=1Q Qn Q% (11.45)
Qs Q% Qg

est la matrice de rigidité réduite.
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En conclusion, dans le cas d'un état de contraintes planes, nous avons :
oi#0 si 1=1,2,6 o g+#0 si 1=1,2,3,6
oi=0 si 1=34,5, &=0 si i=4,5.
Les relations d'élasticité s'écrivent sous I'une des deux formes :
& S{1 S{2 Sis || o1
& |=|S12 Sy S| o2 (11.46)
&6 Si6 Sz Ses || T6

avec
€3 = S{301 + S2307 + S360%
ou
or| |Qu Q2 Q| &
o2 |=|Q2 Q2 Qx| &
os| Qs Qs Qss | 5
avec

!

& =-

; (C]'_36‘]’_ + Cé3é‘é + Cé@é‘é ) .

33

Les constantes de rigidité réduites s'expriment en fonction des constantes de
rigidité suivant les relations :

.~ GisCjs ..
Qjj =Cij - IC’J ,  1L,j=1,2,6,
33

Qji =Qjj.

Les matrices | Sfj | et [ Qjj | sont inverses I'une de I'autre.

11.3.4 Matrice de rigidité réduite dans les axes principaux
Dans les axes principaux d'un composite orthotrope, les constantes de rigidité
sont telles que :
Ci1=Cu,  C{,=Cp, Ci3 =Cy3,
Ca2=Ca,  Ch3=Cy, Cs3 =Cas,
Cés =Ces,  Cis =Cip =C36 =0.
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Compte tenu de ces relations, les expressions (11.44) permettent de trouver les
constantes de rigidité réduites exprimées dans les axes principaux, soit :

C2 Ci1sC
Q11=C11——C3, Q2 =Cpp - 1(:; 23 Q=0
323 33 (11.47)
C
Qu=Cpn——2, Q=0 Qs6 = Cos
Cs3

avec en outre pour un composite unidirectionnel :

C13 =Cp2, C33 =Cyy.

La matrice de rigidité réduite, exprimée dans les axes principaux, s'écrit donc :

Qi Qo O
Q=Q2 Qp 0 | (11.48)
0 0 Qg

Rapporté aux axes principaux, un état de contraintes planes est caractérise
par :
{ai;to si i=1,2,6 ot {gi;to si 1=1,2,3,6

Gizo Si i=3,4,5, 8i=0 Si i=4,5.

Les relations d'élasticité s'écrivent sous l'une des deux formes :

al |Su S22 0 ||o
& |=S5 Sp 0 |loy (11.49)
&6 0 0 Sgs || 06
avec
&3 = 51301 + 523072,
ou
or| |Qu Q2 0 ||a
02 |=|Q2 Q2 0 ||& (11.50)
o6 0 0 Qe %s
avec

1
£3 = —C—(C1381 + C2382) .
33

Les constantes de rigidité réduites sont exprimées par les relations (11.47).
Les matrices | Sj | et [ Q;j | sont inverses I'une de I'autre.
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Les matrices | Sj; | et [ Q; | étant inverses, nous en déduisons les relations :

S S
Q=rei e Qu=r
S11522 — Si2 S11522 — Si2 (11.51)
Si1 1 '
Qp=——"—, Q6 =—
S11522 = 512 Se6

Les relations précédentes permettent d'exprimer les constantes de rigidité réduites
en fonction des modules d'élasticité dans les axes principaux (chapitres 9 et 10).
Soit :

E E
Qll_l—vL - 2LE ’
LTVIL 12, =T
EL
Er Er Er
Q= = =—Q1,
2 v 1_,2 BT E . (11.52)
LT
EL
viTE
Q= —T—— = v 1Qp,
1-vitvn
Qs6 =Gt

11.3.5 Relations entre les constantes de rigidité réduites
hors axes et dans les axes principaux

Les relations entre les constantes de rigidité réduites hors axes et celles
exprimées dans les axes principaux ne font intervenir que les composantes 1, 2 et
6 des contraintes et déformations. La structure des relations générales (9.5) pour
un composite unidirectionnel et (10.1) pour un composite orthotrope, des relations
d'élasticité (11.43) dans un état de contraintes a deux dimensions, des expressions
de changements de base (tableaux 11.1 et 11.3) établies dans le cas général
montre que les relations de changement de base exprimant les constantes de
rigidité réduites Qj; en fonction des constantes Q;; sont identiques a celles
obtenues dans le cas des constantes de rigidité Cj; (tableaux 11.1 et 11.3), en se
limitant a i, j = 1, 2, 6. Enfin, ces éléments associés a la remarque faite au
paragraphe 11.1.2 (relation (11.5)) montrent que ces relations sont également
identiques pour un composite unidirectionnel ou un composite orthotrope. Les
résultats transposés des tableaux (11.1) et (11.3) sont reportés dans le tableau
11.6. De la méme maniere que dans le cas général (tableau 11.5), il est possible de
réécrire les expressions de changement de base en introduisant les angles
multiples de I'angle 6. Ces expressions sont reportées dans le tableau 11.7.
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TABLEAU 11.6. Constantes de rigidité réduites d'un composite unidirectionnel ou ortho-
trope, en dehors de ses axes principaux (figure 11.1).

Q{; = Qi1 c05* 6+ Qyy sin46’+2(Q12+2Q66)sin29cos2 0,

Q2 = (Qu1 + Q22 —4Qes )sin? G cos® 6 +Qy (sin“c§?+cos4 9),

Qfs = (Qu1 ~ Qu2 —2Qg5 )N 6 ¢0s” 6+ Q12 — Qzz +2Qg5 )sin° c0s 6,
Q4 = Qyqsin* 6+ Qy) cos46’+2(Q12 +2Q66)sin2 0cos’ 0,

Qb6 = (Qu —Quz ~2Qe6 )sin° O cos 0 +(Qio — Qap +2Qeg)Sin c0s” 6,

Qée = |:Q11+Q22 —2(Q12 +Q66)]Sin2 00052 0+Q66 (sin4 9+COS4 9)

TABLEAU 11.7. Expression des constantes de rigidité réduites en fonction des angles
multiples de I'orientation.

avec

Qi1 =Vi +V, c0s 26 +V3 C0s 46,
Qf, =V, —V3c0s40,

Qs =1V, sin 20 +V;sin 46,
Q5 =V —V, €05 26 +V5 c0s 46,
Q36 =1V, sin20-V;sin 49,
Qbe = V5 —V3 C0s 46,

- %(3(311 +3Q22 +2Q12 +4Qg5),

2=5(Qu—-Qa),
3 =5(Qu+Q22 —2Q12 —4Qe6 ),

_ %(Qll +Qy +6Q2 —4Q66)
5= (
8

Qi1+ Q22 —2Q12 +4Qg6) =5 (Vi —Va)-
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11.3.6 Conclusions

Tout état de contraintes planes (oxx, oy, oxy) d'une couche d'un stratifié est
caractérisé (11.43) par les constantes de rigidité réduites Qjj, rapportées aux axes

de référence (X, y, z) du stratifié. Ces constantes s'expriment (tableaux 11.6 et
11.7) en fonction des constantes de rigidité réduites Qjj, rapportees aux axes
principaux de la couche considérée. Ces expressions sont identiques pour une
couche unidirectionnelle ou une couche orthotrope. Les paramétres Qjj (Q11, Q12,

Q22, Qgs) s'expriment eux-mémes (11.52) en fonction des modules de I'ingénieur
EL, E1, vit, Go7 (0U E1, Ep, w12, G12), mesurés dans les axes principaux (1, 2, 3) =
(L, T, T de la couche : pour une couche unidirectionnelle, L est la direction des
fibres ; pour une couche orthotrope, L est la direction chaine et T la direction
trame.

11.3.7 Exemple d'application

Une couche unidirectionnelle est soumise dans I'un de ses plans (x, y) (figure
11.5) a I'état de déformations suivant :

e =1%=1072,
gy =—0,5 % =-5x10"3,
Vxy =2 % =2x10"2,

La direction des fibres fait un angle de 30° avec la direction x. Les constantes
élastiques du matériau composite sont :

E. =40 GPa, Er =10 GPa, vt =0,32, Gt =4,5 GPa.

L

Y

FIGURE 11.5. Exemple d'application.
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En considérant que la couche est dans un état de contraintes planes, déterminer :
1. les contraintes oy, oyy, oy dans le systeme d'axes (X, y) ;
2. les contraintes dans les axes principaux (L, T) de la couche.

1. Détermination des contraintes oy, oyy et oyy
Il faut déterminer au préalable la matrice de rigidité réduite rapportée aux axes
principaux :

Qu=— "t =41,051GPa,

Q22 ZE—TQ]J 210, 263 GPa,
L

Q2 =viTQ22 =3,284 GPa,
Q66 = G|_'|' =45 GPa.
D'ou la matrice de rigidité réduite exprimée dans les axes principaux :

41,051 3284 O
Q=|3284 10,263 0 |GPa.
0 0 4,5

La matrice de rigidité réduite, rapportée aux axes (X, y), est ensuite calculée a
partir des expressions du tableau 11.6 :

Of1 = 41,051x—+10, 263x — + 2(3,284+ 2x4,5)§1 = 28,339 GPa,
16 16 44
, 31 9 1
Ql, =(41,051+10,263—4x 4,5)> = +3,284x| —+— |=8,299 GPa,
44 16 16
Qls =(41,051-3, 284—2x4,5)%%+(3, 284-10,263+ 2><4,5)%§
= 9,561 GPa,
, 1 9 31
Qbp = 41,051x—+10,263x —+2(3,284 + 2x4,5)> = =12,945 GPa,
16 16 44

Qse = (41,0513 284—2><4,5)%§+(3, 284—10,263+2x4,5)¥%
=3,770 GPa,

13 9 1
56 =| 41,051+10,263-2(3,284+4,5) |——+4,5| —+—
Qe = ( )73 (16 16)

=9,515 GPa.
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D'ou la matrice de rigidité réduite dans les axes (x, y) :

28,339 8,299 9,561
Q'=| 8,299 12,945 3,770| GPa.
9,561 3,770 9,515

Les contraintes dans les axes (x, y) sont ensuite calculées a partir de (11.43) :

ox | [28,339 8,299 9,561 10
oy [=| 8,299 12,945 3,770 |x107°| -5 |x107°.
ox | | 9,561 3,770 9,515 20
Soit :
oxx = 433 MPa,
Oyy = 94 MPa,
Oy = 267 MPa.

2. Détermination des contraintes dans les axes principaux

Les contraintes dans les axes principaux s'obtiennent a partir de la relation
générale (5.44). Dans le cas de contraintes planes, cette relation est limitée aux
trois contraintes dans le plan et s'écrit :

2 ) .
oL cos” @ sin“ g 2sin@costd |l 5,,
or |=| sin?6 cos’d  -2sinfcosd ||oyy |, (11.53)
OLT —sin@cosd sindcos® cosZh—sinZ o || Oxy

ou Aest I'angle de la direction des fibres avec la direction x de référence. Dans le
cas présent, cette expression s'écrit :

oL 2% 33 a3
or |=| % 2 -1J3|| 94 | MPa.
oLT _%\/§ %\@ % 267
Soit :
oL =580 MPa,
o1 =-53 MPa,

oLt =-13,5 MPa.

Ces résultats sont schématisés sur la figure 11.6.
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:

FIGURE 11.6. Contraintes dans les axes principaux.

11.4 DETERMINATION EXPERIMENTALE
DES MODULES

11.4.1 Introduction

Le comportement élastique d'un matériau composite est déterminé entierement
par la connaissance de cing coefficients dans le cas d'un composite unidirec-
tionnel, et de neuf coefficients dans le cas d'un composite orthotrope. Dans le cas
d'un état de contraintes planes, seuls quatre coefficients sont nécessaires : E,, Er,

wT, GLt, que les matériaux soient unidirectionnels ou orthotropes. Ces modules
peuvent étre mesurés dans des essais particuliers.

11.4.2 Traction longitudinale

Dans un essai de traction longitudinale, une charge F; est exercée suivant la
direction des fibres (composite unidirectionnel) ou suivant la direction chaine
(composite tissu) sur la section droite S; du matériau (figure 11.7). La contrainte

o11 est donnée par :
o011 = ﬂ . (1154)
S1
La détermination expérimentale de I'essai consiste a mesurer dans la partie
utile de I'éprouvette :

— lacharge Fy,
— l'allongement Al suivant la longueur Iy,
— la variation Al, de la dimension transverse I».
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FIGURE 11.7. Traction longitudinale.

Les déformations longitudinale et transverse sont données respectivement par :

a1 =AI—I1 et &£922 :AI—IZ. (1155)
1 2

Le module longitudinal E et le coefficient de Poisson 11 1 sont ensuite calculés a
partir des expressions :

EL =L ot oy =222 (11.56)
11 11

11.4.3 Traction transverse

Dans un essai de traction transverse, une charge F, est exercée suivant la
direction transverse aux fibres ou suivant le sens trame (figure 11.8). La
contrainte o»; est alors donnée par :

092 Ii, (1157)
S2
ou Sy est l'aire de la section droite sur laquelle est exercée la charge Fo,. Comme
dans l'essai de traction longitudinale, les déformations &7 et o sont mesurées
dans la partie utile de I'éprouvette. Le module transverse Et et le coefficient de
Poisson vy sont ensuite calculés par les relations :

Er =22 ot oy =31 (11.58)
£22 £22
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1

l>

\

<%

FIGURE 11.8. Traction transverse.

A ce stade, les modules mesurés doivent satisfaire, aux erreurs de mesure pres,
la relation (10.16). Si cette relation n'est pas vérifiée, deux raisons peuvent étre
invoquées :

1. les valeurs n'ont pas été mesurées correctement;;

2. le matériau ne peut étre décrit par une relation contrainte-déformation
linéaire.

11.4.4 Traction hors axes

Un essai usuellement utilisé pour mesurer le module de cisaillement longi-
tudinal G 1 est un essai de traction effectué a 45° de la direction des fibres ou de

la chaine (figure 11.9). La charge F, exercée sur I'éprouvette, est appliquée dans la

FIGURE 11.9. Traction hors axes.
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direction x sur la section S créant une contrainte :

045 :g . (1159)

La mesure de l'allongement &45 dans cette méme direction permet d'en déduire le
module d"Young mesuré dans la direction a 45° par :

Eys =245 (11.60)
€45

D'aprés la relation (11.9), ce module s'exprime par :

LZE(L+L+L_2‘£} (11.61)
Ess 4\EL Er G E

ou seul le module de cisaillement Gt n'est pas connu. Ce module est donc déduit
de la relation :

- - - - AT (11.62)

11.4.5 Réalisations pratiques des essais de traction

Dans la pratique, les essais de traction sont effectués en utilisant soit des
éprouvettes en forme d'haltéres, soit des eprouvettes droites avec des talons
(figure 11.10). La charge est généralement appliquée sur les tétes de I'éprouvette
par l'intermédiaire de méachoires auto-serrantes, de maniere a assurer une répar-
tition homogene des contraintes dans la partie utile de I'éprouvette. L'éprouvette
en forme d'halteres conduit généralement a des amorces de fissures au voisinage
de I'épaulement de I'éprouvette, conduisant & des erreurs sur l'estimation des
caractéristiques a la rupture du matériau. La charge appliquée est habituellement
mesurée a l'aide d'une cellule de charge adaptée a la machine d'essai. Les
déformations peuvent étre mesurées soit a l'aide d'extensometres, soit a l'aide de
jauges d'extensometrie. Les extensométres fixés mécaniquement a I'éprouvette
sont faciles d'emploi. Il est nécessaire de veiller toutefois a l'absence de
glissement lors de leurs utilisations. Les jauges d'extensométrie, de mise en ceuvre
plus délicate, sont utilisées pour des mesures plus précises des déformations. 1l est
nécessaire également de bien veiller a ce que, lors d'un essai de traction
longitudinale, la direction de la charge appliquée coincide réellement avec la
direction des fibres ou de la chaine. Un désalignement, méme faible, peut
entrainer, dans le cas d'un composite unidirectionnel, des valeurs mesurées
nettement plus faibles que les valeurs réelles du module d'Young longitudinal
(relation (11.9)). Ce probleme n'est pas aussi critique dans le cas d'un essai de
traction transverse.

L'application de la charge a I'aide de méachoires auto-serrantes impose au ni-
veau des tétes de I'éprouvette une déformation de traction & suivant la direction
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(a) (b)
FIGURE 11.10. Eprouvettes de traction : a) en forme d'haltéres ; b) droite avec talons.

direction longitudinale x de I'éprouvette. Ce dispositif impose également des
deformations transversales et en cisaillement nulles (gy = 0, %y = 0). L'état de
déformation réel au niveau des machoires differe donc d'un état de traction (11.6).
Toutefois, conformément au principe de Saint-Venant, I'état des déformations et
des contraintes est bien celui d'un état de traction assez loin des tétes de
I'éprouvette. Par ailleurs, dans le cas d'essais de traction hors axes, il s'ajoute un
couplage important en cisaillement, résultant des termes 16 de la matrice de
souplesse. Ce couplage induit une déformée en S de I'éprouvette. De maniere a se
placer dans de bonnes conditions de mesures, les essais doivent étre effectués sur
des éprouvettes ayant une longueur assez grande comparée a la largeur, et en
limitant les mesures a la partie centrale des éprouvettes.

EXERCICES

11.1 Tracer (en coordonnées cartésiennes, puis en coordonnées polaires) les
modules d'élasticite Ey, Gy, 7xyx €t vy en fonction de l'orientation #dans le cas :
— d'un composite unidirectionnel :

E, =45GPa, E; =10GPa, w.7=0,31 G.r=45GPa;



Exercices 223

— d'un composite orthotrope :

E. =Er =25 GPg, vit =012, G 1t =4GPa.

11.2 En s‘aidant des résultats établis dans les exercices 5.3 et 6.2, trouver direc-
tement les relations entre la matrice de rigidité réduite exprimée dans une
direction @ et la matrice de rigidité réduite dans les axes principaux d'un matériau
orthotrope.

11.3 Calculer les constantes de rigidité réduites, dans les axes principaux, des
composites considérés dans l'exercice 11.1.

Calculer ensuite les constantes de rigidite réduites dans une direction de 30°
par rapport aux axes principaux.

11.4 Etablir une procédure numérique ayant :
— pour entrées : les modules E|, E1, viT, G_t et l'orientation &de la couche;

— pour sorties : les constantes de rigidité réduite Qjj dans les axes et Qjj dans
la direction 6.

Appliquer cette procédure pour établir les résultats trouvés dans I'exercice 11.3.
11.5 A la suite de la procédure précédente, établir une procédure de calcul
numérique ayant :

— pour entrées : I'état de deformation (s, &y, %y) €n un point d'une couche;

—pour sorties : les contraintes (oxx, oyy, oxy) dans les axes géométriques et
les contraintes (oi, or, oit) dans les axes principaux.

Appliquer cette procedure dans le cas des couches considérées dans l'exercice
11.3 et pour I'état de déformation :

8XX:l15%1 gyyzl%, 7xy:2%



